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1. 質量m，固有振動数 ωの一次元調和振動子のハミルトニアン
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2m

d2

dx2
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から得られる Schrödinger方程式の固有値 E(0)
n ，固有関数 u(0)n はそれぞれ以下の通り

である
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h̄ω (n = 0, 1, 2, · · ·), (2)

u(0)n = NnHn(αx) exp(−α2x2/2). (3)

ただし，Nn =
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π2nn!

) 1
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，α =
√
mω/h̄であり，Hn(z)はHermite多項式で，漸化式

2zHn(z) = 2nHn−1(z) +Hn+1(z) (4)

および直交関係 ∫ ∞

−∞
Hn(z)Hm(z)e

−z2dz = 2nn!
√
πδmn (5)

を満足する．ここで、zは実数、δnmはクロネッカーのデルタである．

(a) 摂動として，H′ = ax2が加わったときを考える．

i. 1次の摂動によるエネルギーのずれE(1)
n を求めよ．

ii. 厳密解と比較せよ．

(b) 摂動として，H′ = ax4が加わったとき，1次の摂動を考慮すると隣接する準位の
エネルギー間隔が等しくならないことを示せ．

2. 水素原子のシュレディンガー方程式を(
p2

2m
− e2

4πϵ0r

)
ψ(r) = Eψ(r) (6)

とおく．

(a) 極座標を取り，波動関数を変数分離して ψ(r) = χ(r)Ylm(θ, ϕ)/rとおくと，動径
波動関数は以下の微分方程式を満たすことを示せ．[
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χ(r) = Eχ(r) (7)



(b) 束縛状態の波動関数は

χ(r) ∼ rl+1 (r → 0) (8)

χ(r) ∼ exp[−
√
−2mE/h̄2 · r] (r → ∞) (9)

であることを示せ．

(c) 新しい変数 ρ = κr（ただし，κ =
√
−2mE/h̄2）を導入し，χ(ρ) = ρl+1e−ρw(ρ)

と書くと，w(ρ)は次の微分方程式を満たすことを示せ．[
ρ
d2

dρ2
+ 2(l + 1− ρ)
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dρ
+ (ρ0 − 2(l + 1))

]
w(ρ) = 0 (10)

(d) 級数展開によりエネルギー固有値を求めよ．

3. (a) 水素原子の動径波動関数を n = 1, 2の場合に求め，その概形を図示せよ．

(b) Zeの電荷を持つ原子核と１個の電子からなる水素様原子において，l = n− 1の
とき，動径確率密度が最大になるような rの値を求めよ．

(c) 水素原子の基底状態に対して，同様な rの値を求めよ．

4. (a) [L, x2 + y2 + z2] = [L, p2x + p2y + p2z] = 0を示し，H = p2/2m + V (r)のとき
[L, H] = 0となることを示せ．

(b) [L±, H] = 0のとき，Hψnlm = Enlψnlmならば，H(L±ψnlm) = EnlL±ψnlmを示
し，固有値Enlは 2l + 1重に縮退していることを示せ．

5. 弱い周期ポテンシャルを持つ一次元系のハミルトニアン

H =
p2

2m
+ V (x) (11)

を考える。ここで、V (x)は周期 aを持つ、すなわち V (x+ a) = V (x)であるとする。
このとき、よく知られているように、並進の演算子 U = exp(ipa/h̄)はHと可換であ
る。Uの固有値を eika（ただし、-π/a ≤ k ≤ π/a）と書き、k空間におけるエネルギー
準位を考える。

(a) V (x) = 0のときのエネルギー準位を kの関数として求め、-π/a ≤ k ≤ π/a（第
一ブリュアンゾーン内）について還元ゾーン形式で図示せよ。

(b) V (x) ̸= 0のとき、k = π/aおよび k = 0付近のエネルギー準位はどのように変化
するか、V (x)を摂動として扱い議論せよ。

以上


